
5. Januar 2000 1Algebra und AlgorithmikJoahim von zur GathenDie beiden Gebiete im Titel sind shon �uber ihreEtymologie verbunden. Der ber�uhmte Mathema-tiker und Astronom % al-Khw�arizm�� shrieb im9. Jahrhundert das Werk al-kit�ab al-muh� tas. ir f��h. is�abi al-jabri w�a al-muq�abalati (Das kurzgefassteBuh �uber Rehnen mit Erg�anzen und Zusammen-fassen von Ausdr�uken) �uber Algebra. Aus al-jabrist die Algebra geworden, und der Algorithmus istaus seinem Namen abgeleitet.Die inhaltlihe Verkn�upfung der beiden Gebie-te entsteht durh die Frage: wie kann man |m�oglihst eÆzient | die Aufgaben der Algebra al-gorithmish implementieren? Die \Aufgaben" rei-hen von simpler Addition und Multiplikationhin zu Fragen der Algebrentheorie und algebrai-shen Geometrie. Die \EÆzienz" hat stets mehrereAspekte: einerseits m�ohte man immer bessere Al-gorithmen �nden, andererseits kommt man manh-mal hier niht weiter und m�ohte dann beweisen,da� man bereits einen optimalen Algorithmus hat.Auf diesem Gebiet hat die algebraishe Komple-xit�atstheorie sh�one Erfolge vorzuweisen. Ein drit-ter Gesihtspunkt ist die tehnologishe Umset-zung in den Systemen der % Computeralgebra.Ostrowski hat 1954 die Theorie begr�undet mit derFrage: ist % Horners Regel zum Auswerten vonPolynomen optimal? Das notwendige pr�azise Mo-dell hat er mitgeliefert: das nihtskalare Kostenmo-dell, in dem man Multiplikationen und Divisionenz�ahlt, aber Additionen und Multiplikationen mitSkalaren gratis sind. Die nihtskalare % Komple-xit�at eines Problems ist dann der minimale Auf-wand von Algorithmen, die das Problem l�osen. DieAuswertung von P0�i�n aixi �a la Horner kostetalso n Operationen; hierbei sind a0; : : : ; an; x alsUnbestimmte zu behandeln. Pan hat 1966 Ostrow-skis Frage positiv beantwortet: es gibt keinen Algo-rithmus mit weniger als n nihtskalaren Shritten.Zu diesem Zwek hat er seine Substitutionsmethodeeingef�uhrt, die bis heute mit etlihen Variationenvon Nutzen ist.Die Multiplikation von Polynomen ist ganz billigin diesem Modell: man wertet die beiden Fakto-ren, deren Grad h�ohstens n sei, an 2n+1 Stellenaus (hierzu muss der Grundbereih gen�ugend vie-le Elemente haben), multipliziert die Werte undinterpoliert. Die einzigen Kosten sind die 2n + 1Multiplikationen. Anfang der 1970er Jahre habendann Borodin und Moenk, Kung, Sieveking undStrassen gezeigt, da� sih auh die Inversion mo-dulo xn (mit % Newton iteration) und die Divisi-on mit Rest in linearer Zeit erledigen lassen. Beimletzteren Problem sind f; g 2 F [x℄ gegeben mitGraden n;m � 0, und man suht q; r 2 F [x℄ mitf = qg + r und Grad r < m. Durh \Umdrehen"der KoeÆzientenfolge entsteht etwa ~f = xnf(1=x),

und es gilt ~f = ~q~g + xn�m+1~r � ~q~g mod xn�m+1.Hieraus ist ~q durh Inversion von ~g modulo xn�m+1zu bestimmen, und dann q und r.Des weiteren kann man den % ggT von zweiPolynomen (und alle Quotienten im % Euklidi-shen Algorithmus), die Werte eines Polynomsan n Stellen und, umgekehrt, die Interpolati-on, und die % elementarsymmetrishen Funktio-nen mit O(n logn) Operationen ausrehnen. Ander Entwiklung dieser Methoden waren Borodin,Brown, Fiduia, Horowitz, Knuth, Moenk, Mun-ro, Sh�onhage und Strassen beteiligt.Diese oberen Shranken f�ur die Komplexit�at ge-winnen besonderes Interesse dadurh, da� Stras-sen entsprehende untere Shranken bewiesen hat.Mit anderen Worten: diese Algorithmen sind op-timal (bis auf einen konstanten Faktor). F�ur sei-ne Gradmethode betrahtet Strassen eine Bereh-nung mit l Shritten der Form z  � x � y oderz  � x=y, wobei x und y Linearkombinationenvon Eingabevariabeln und fr�uheren Zwishenresul-taten sind. Jede solhe Anweisung liefert eine qua-dratishe Gleihung, und der Grad der zugeh�origen% aÆnen Variet�at V ist nah % B�ezouts Unglei-hung h�ohstens 2l. Andererseits ist der Graph Wder berehneten Funktion eine Projektion von V ,so da� Grad W � 2l. F�ur die elementarsymme-trishen Funktionen etwa ist Grad W = n!, ent-sprehend den n! m�oglihen Anordnungen der nvershiedenen Wurzeln eines Polynoms mit niht-vershwindender % Diskriminante, und es folgtl � log2 n! = 
(n logn). Diese Shranke gilt auhf�ur die Auswertung an vielen Stellen und f�ur dieInterpolation.Baur und Strassen haben gezeigt, da� der Aufwandf�ur die Berehnung s�amtliher partieller Ableitun-gen eines multivariaten Polynoms f h�ohstens dasDreifahe der Kosten f�ur f selbst ist. Hieraus folgtdann eine untere Shranke 
(n logn) f�ur die \mitt-lere" elementarsymmetrishe Funktion. All die-se unteren Shranken gelten �uber einem beliebi-gen unendlihen K�orper. F�ur endlihe K�orper hatStrassen �ahnlihe untere Shranken gezeigt.In einem Berehnungsbaum f�uhrt man arithmeti-she Operationen aus und verzweigt je nah Aus-gang eines Tests \y = 0?", wo y vorher bereh-net wurde. Dies ist z. B. beim Euklidishen Al-gorithmus notwendig, wo der Grad eines Restesbei einer Division sih manhmal um mehr als 1verringert. Strassen hat seine Gradmethode auhauf solhe Probleme angewandt, und u. a. dieOptimalit�at des shnellen Euklidishen Algorith-mus von Knuth und Sh�onhage in einem starkenSinn gezeigt. Wenn n�amlih n der Eingabegradund d1; : : : ; dl die Gradfolge der Quotienten ist,so kommt der Algorithmus mit O(nh) Shrittenaus, wo h = H(d1; : : : ; dl) die% Entropie bezeih-net. Und umgekehrt werden auh 
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2 5. Januar 2000ben�otigt f�ur (% Zariski-) fastalle Eingaben, die dieGradfolge d1; : : : ; dl liefern.�Uber reellen K�orpern ist es angebraht, dreifa-he Verzweigungen, entsprehend <, = oder >, zubetrahten. Die resultierenden Berehnungsb�aumeentsheiden die Mitgliedshaft (des Eingabevektorsder L�ange n) in einer % semi-algebraishen Men-ge X � Rn . Nah Vorarbeiten von Steele undYao hat Ben-Or 1983 gezeigt, da� f�ur die Anzahll von nihtskalaren Operationen und von Verglei-hen gilt:l � [log(b(X) + b(Rn nX))� n log 3℄ = log 6:Hierbei ist b(X) die Anzahl Zusammenhangskom-ponenten von X (in der �ublihen Topologie). DerBeweis beruht auf der % Milnor-Thom Shrankef�ur b und der semialgebraishen Version des Morse-Sard Satzes. Es gibt mehrere Verallgemeinerun-gen, wo etwa b durh h�ohere% Bettizahlen ersetztwird.Zu den h�ubshen Anwendungen z�ahlt der Opti-malit�atsbeweis f�ur O(n logn) Algorithmen f�ur die% konvexe H�ulle H von gegebenen Punkten in derEbene, und f�ur die Suhe nah einem gr�o�ten Kreismit Mittelpunkt in H , der keinen der Punkte imInneren enth�alt.Beim Teilsummenproblem sind Zahlen a1; : : : ; an; bgegeben und man fragt, ob es eine Teilmenge S �f1; : : : ; ng gibt so, da�Pi2S ai = b. Mit ganzzah-ligen Eingaben ist dieses Problem NP-vollst�andig.�Uberrashenderweise hat Meyer auf der Heide 1984gezeigt, da� es Berehnungsb�aume �uber R mitGr�osse ungef�ahr n5 f�ur dieses Problem gibt. (DieNihtuniformit�at dieser B�aume vereitelt den (ver-mutlih falshen) Shlu�, da� das ganzzahlige Pro-blem in P sei.) Andererseits erh�alt man mit Ben-Ors Methode, da� jeder solhe Baum Gr�osse 
(n2)hat.Solhe nihtlinearen unteren Shranken sind ei-ne besondere St�arke der algebraishen Komple-xit�atstheorie; entsprehende Resultate werden inder % Booleshen Komplexit�atstheorie vermutet,k�onnen aber bis heute niht bewiesen werden.Ostrowskis Modell, in dem skalare Operationenniht gez�ahlt werden, liefert asymptotish glei-he obere und untere Shranken, ist aber nihtpraxisgereht. Das zentrale Problem ist die Mul-tiplikation von Polynomen. Die beiden wihtig-sten Algorithmen sind eine einfahe Methode vonKarazuba, mit O(nlog2 3) oder O(n1:59) Operatio-nen (wobei n der Grad der Polynome ist), undein Algorithmus von Sh�onhage und Strassen, derauf der% Shnellen Fouriertransformation beruhtund nur O(n logn loglogn) kostet. Die oben dis-kutierten Probleme k�onnen dann alle auh shnellgel�ost werden; in den oben angegebenen Laufzeitenhat man jeweils n durh n logn loglogn zu erset-zen, wobei jetzt alle arithmetishen Operationen

gez�ahlt werden.Ein o�enes Problem ist, in welhen Mashinen-modellen man etwa in Zeit O(n logn) multiplizie-ren kann | wie von Sh�onhage f�ur Random A-ess Mashinen mit logarithmishen Kosten ge-zeigt | oder gar noh shneller, oder andererseitseine nihtlineare untere Shranke zu beweisen.Die Multiplikation von Polynomen (modulo einemfesten Polynom) oder von Matrizen gibt Beispie-le von bilinearen Abbildungen. Wenn U , V undW endlih-dimensionale Vektorr�aume �uber einemK�orper F sind und f : U�V �!W bilinear, so be-zeihnet R(f) die bilineare Komplexit�at, also diekleinste Anzahl von Produkten zweier Linearfor-men | eine in U� mal eine in V � | deren Li-nearkombination f ist, mit KoeÆzienten aus W .Dies ist gleih dem % Rang des entsprehenden% Tensors in U��V ��W . Wenn L(f) die �ubliheKomplexit�at von f bezeihnet, wie oben benutzt,so gilt L(f) � R(f) � 2L(f).Die Matrixmultiplikation Mn : Fn�n � Fn�n �!Fn�n (f�ur n 2 N) spielt in der Entwiklung derbilinearen Komplexit�atstheorie eine zentrale Rol-le. Ein erreihbarer Exponent ist eine Zahl ! so,da� man Mn mit O(n!) Operationen berehnenkann. Der Exponent !0 ist das In�mum all dieser!. Die De�nition von Mn liefert den \klassishen"Algorithmus mit ! = 3. Ein �uberrashendes Resul-tat von Strassen hat 1968 der gesamten Komple-xit�atstheorie einen wihtigen Impuls gegeben: esgeht viel shneller! Er hat ein Shema f�ur 2 � 2Matrizen angegeben, das nur 7 (statt 8) Multipli-kationen brauht. Indem er n � n Matrizen in 4Bl�oke mit halber Seitenl�ange aufteilt, kann er dasrekursiv anwenden und erh�alt ! = log2 7 < 2:81.Mit neuen Methoden wurden immer bessere Re-sultate erzielt; denkw�urdig ist eine Oberwolfah-Tagung 1979, wo in einer Wohe vier jeweils neueExponenten gefunden wurden. Coppersmith undWinograd halten seit 1992 den Weltrekord: !0 <2:376.Die bekannten unteren Shranken sind alle line-ar in der Eingabegr�osse 2n2. Ein allgemeines Re-sultat von Alder und Strassen liefert R(f) �2 dimA � dim radA f�ur den Multiplikationstensorf einer endlih-dimensionalen assoziativen AlgebraA, also R(Mn) � 2n2 � 1. Das beste Ergebnis istBl�asers Shranke R(Mn) � 52n2 � 3n von 1999.Strassens allgemeine Theorie des Spektrums vonbilinearen Abbildungen basiert auf zwei Opera-tionen: der Tensorpotenz | entsprehend rekur-siven Algorithmen { und der % Degeneration |entsprehend einem Grenz�ubergang in der Zariski-topologie auf dem Raum der Tensoren.F�ur die bisher besprohenen Aufgaben gab es of-fensihtlihe Algorithmen, die ein in der Algorith-mik grundlegendes G�utemerkmal besitzen: Lauf-zeit polynomial in der Eingabegr�o�e. Dies ist



5. Januar 2000 3zun�ahst niht der Fall bei anderen wihtigen Fra-gestellungen, etwa, nah aufsteigender Shwierig-keit geordnet: dem Faktorisieren von Polynomen,dem L�osen von polynomialen Gleihungssystemenund dem Entsheiden von algebraishen Theorien.Beim Faktorisieren von Polynomen gibt es dreiGrundaufgaben: Polynome in einer Variablen �uberendlihen K�orpern und �uber den rationalen Zah-len, und die Reduktion von vielen auf eine Varia-ble. Die erste Aufgabe hat Berlekamp Ende der1960er Jahre gel�ost, motiviert von der % Kodie-rungstheorie. Die modernen Algorithmen, zu de-nen Cantor, Kaltofen, Shoup, Zassenhaus und derAutor beigetragen haben, k�onnen riesige Problemel�osen, etwa Zufallspolynome mit Gr�o�e von einemMegabit faktorisieren. Man vergleihe dies mit dem% Faktorisieren von ganzen Zahlen, wo die Grenzedes Mahbaren (im Jahre 2000) bei etwa 500 Bitsliegt. Die eÆzienten Algorithmen f�ur Polynome be-nutzen interne Randomisierung; f�ur die Theorie istes ein o�enes Problem, ob dies auh determini-stish (in Polynomialzeit) geht. F�ur Polynome �uberQ wurde von Zassenhaus das % Hensel Liftingvorgeshlagen. Die% Basisreduktion in ganzzahli-gen% Gittern von Lenstra, Lenstra, Lov�asz lieferteinen Polynomialzeitalgorithmus. F�ur multivaria-te Polynome teilt sih die L�osung in zwei Shritte:zun�ahst reduziert man von vielen auf zwei Varia-ble, und dann | mit einer etwas anderen Metho-de | von zwei auf eine. F�ur den ersten Shrittben�otigt man e�ektive Versionen von % HilbertsIrreduzibilit�atssatz, laut denen ein irreduzibles Po-lynom bei Substitution \im allgemeinen" irreduzi-bel bleibt. Hilberts Satz betri�t zum Beispiel dieSubstitution von a 2 Q f�ur t in x2 � t. Hiervonkennt man bis heute keine Versh�arfung, die eÆ-ziente Algorithmen liefert. Wenn man jedoh nurauf zwei Variable reduziert, also etwa in x2�y2� tf�ur t eine Linearkombination von x und y einsetzt,dann bleibt sogar bei zuf�allig gew�ahlten Substitu-tionen die Irreduzibilit�at wahrsheinlih erhalten(Kaltofen und der Autor). Man erh�alt so auh dra-matishe Verbesserungen in den Absh�atzungenf�ur Emmy % Noethers % Irreduzibilit�atsformen.Als H�ohepunkt dieser Entwiklung liefern Kalt-ofens Methoden randomisierte Polynomialzeitalgo-rithmen zum Faktorisieren von multivariaten Poly-nomen im Modell der arithmetishen Shaltkreiseund in dem der \blak box" Darstellung.Die algorithmishe Frage nah einer eÆzientenVersion des% Fundamentalsatzes des Algebra, al-so das Approximieren mit beliebiger vorgegebenerPr�azision der reellen oder komplexen Nullstellen ei-nes ganzzahligen Polynoms, ist naturgem�a� starknumerish orientiert. Ein eÆzienter Algorithmusvon Sh�onhage brauht niht viel mehr Zeit, alsman zum Nahpr�ufen der Nullstelleneigenshaftben�otigt.

Eine nat�urlihe Verallgemeinerung des Polynom-faktorisierens ist die eÆziente % Wedderburnzer-legung von endlih-dimensionalen assoziativen Al-gebren. �Uber endlihen K�orpern gibt es hierf�urshnelle Algorithmen (von Eberly, Giesbreht undanderen), w�ahrend R�onyai gezeigt hat, da� sih das(vermutlih shwierige) Problem des Faktorisierensvon quadratfreien ganzen Zahlen auf die Zerlegungvon Algebren �uber Q reduzieren l�asst.Das L�osen von polynomialen Gleihungssystemenist eine viel shwierigere Aufgabe. MatyasevihsL�osung von Hilberts 10. Problem hat gezeigt,da� dies �uber den ganzen Zahlen unentsheidbarist. Man fragt daher nah reellen oder komple-xen L�osungen bzw. Approximationen hieran. Diegrundlegenden Methoden hierf�ur sind: die zylin-drishe algebraishe Zerlegung von Collins, Buh-bergers Algorithmus f�ur % Gr�obnerbasen und dieharakteristishen Mengen von Wu.Mayr und seine Koautoren haben gezeigt, da�die Berehnung von Gr�obnerbasen EXPSPACE-vollst�andig ist. Dies best�atigt die praktishe Erfah-rung, da� Computeralgebrasysteme shon bei we-nigen, etwa sehs oder aht, Variablen M�uhe ha-ben, eine Antwort zu �nden. Der Frust wird ge-mildert dadurh, da� es bei vielen nat�urlihen geo-metrishen Problemen shneller geht, insbesonde-re wenn nur endlih viele L�osungen existieren. Dieobere Shranke erh�alt man mit Hilfe der Theo-rie von paralleler linearer Algebra, in der man die�ublihen Aufgaben f�ur n � n Matrizen oder Glei-hungssysteme in paralleler Zeit O(log2 n) l�osenkann (Berkowitz, Borodin, Chistov, Hoproft, Mul-muley und der Autor).Tarski hat 1949 einen Entsheidungsalgorithmusf�ur die Theorie der reellen Zahlen angegeben. Die-ser hat viele Verbesserungen erfahren; die mo-mentan beste Absh�atzung der Laufzeit ist dop-pelt exponentiell, wobei im obersten Exponen-ten die Anzahl von % Quantorenalternationen(in % Pr�anex-Normalform) steht. �Ahnlihes giltf�ur die Quantorenelimination �uber den komple-xen Zahlen. F�ur diese Eliminationsprobleme gibtes auh entsprehende untere Shranken und eben-so f�ur die Presburger-Arithmetik, die Theorie dernat�urlihen Zahlen unter der Addition (von Fisherund Rabin, Heintz und anderen). Die Theorien derendlihen K�orper, die der endlihen K�orper festerCharakteristik, und die der p-adishen K�orper sindentsheidbar (Ax, Kohen, Ershov, P. J. Cohen),aber ihre genaue Komplexit�at ist unbekannt. Hin-gegen hat Kozen die Komplexit�at der BooleshenAlgebra genau bestimmt.Die wihtigsten Entwiklungen in der theo-retishen Informatik bewegen sih um CooksHypothese \P 6= NP?", von Cook und Karp seit1971 aufgeworfen. Valiant hat dies 1979 in diealgebraishe Dom�ane �ubertragen. Das Analogon



4 5. Januar 2000zu P bilden die p-berehenbaren Familien vonmultivariaten Polynomen, die mit polynomial vie-len Operationen berehnet werden k�onnen. Dazugeh�ort etwa die Familie det = (detn)n2N der Deter-minante, wobei detn die Determinante einer n�nMatrix mit n2 unbestimmten Eintr�agen ist. DasAnalogon zu NP bilden die p-de�nierbaren Fami-lien f = (fn)n2N von Polynomen, zu denen es einep-berehenbare Familie g und eine polynomialeFunktion t : N �! N gibt so, da� fn(x1; : : : ; xn) =Pen+1;::: ;et(n)2f0;1g gn(x1; : : : ; xn; en+1; : : : ; et(n))f�ur alle n ist. Valiants Reduktionsbegri� ist dieProjektion, bei der man f�ur eine Variable entwedereine Variable oder eine Konstante einsetzendarf. In der �ublihen Weise erh�alt man dannden Begri� einer p-vollst�andigen Familie f : f istp-de�nierbar, und jede p-de�nierbare Familie isteine Projektion von f . Valiant hat gezeigt, da�die % Permanente p-vollst�andig ist (bei von 2vershiedener Charakteristik des Grundk�orpers).Dies gilt auh f�ur etlihe Polynomfamilien, diegewisse kombinatorishe Objekte abz�ahlen, etwadie % Hamiltonzykeln in Graphen. Das zentraleProblem hier ist es, Valiants Hypothese zu be-weisen: es gibt p-de�nierbare Familien, die nihtp-berehenbar sind. Hierzu ist �aquivalent, da� diePermanente niht in polynomialer Zeit berehnetwerden kann.In der algorithmishen Gruppentheorie interessiertman sih u. a. f�ur die eÆziente Behandlung von% Permutationsgruppen. Eine solhe Untergrup-pe G der % symmetrishen Gruppe Sn sei durherzeugende Permutationen gegeben. Beim Mit-gliedshaftsproblem ist ein weiteres � 2 Sn gege-ben, und man soll entsheiden, ob � in G ist. Simshat 1970 eine besonders n�utzlihe Datenstrukturf�ur G vorgeshlagen | die starken Erzeugenden| und Furst, Hoproft und Luks haben danndas Problem 1980 in Polynomialzeit gel�ost, undebenso die Bestimmung der Gruppenordnung, der% Au�osbarkeit und von normalen Abshl�ussen.Weitergehende Arbeiten von Babai, Cooperman,Finkelstein, Kantor, Luks, Seress, Szemer�edi undanderen haben vershiedene Aufgaben in Polyno-mialzeit gel�ost, etwa die Bestimmung von% Kom-positionsketten. Die Rihtigkeitsbeweise f�ur einigedieser Algorithmen benutzen die % Klassi�kationder endlihen einfahen Gruppen. Andere Aufga-ben, etwa den Durhshnitt zweier Untergruppenoder den % Zentralisator eines Elements zu be-rehnen, sheinen shwieriger zu sein. Auf sie istn�amlih das Problem reduzierbar, ob zwei Graphenisomorph sind. Der Komplexit�atsstatus des letzte-ren Problems ist unbekannt; wir wissen weder, obes in P , noh, ob es NP-vollst�andig ist.Eingehendere Beshreibungen und Literaturhin-weise �ndet man in den �Ubersihtsartikeln [1, 2, 3℄Pr�azise Aussagen und Beweise stehen im Stan-

dardwerk [4℄, und zu den Algorithmen auh in [5℄.Die algorithmishe Gruppentheorie ist ausf�uhrlihin [6℄ behandelt.[1℄ Volker Strassen: Algebrai Complexity Theory, inHandbook of Theoretial Computer Siene, vol. A, ed.J. van Leeuwen. Elsevier Siene Publishers B.V., Am-sterdam, und The MIT Press, Cambridge MA, 1990,633{672.[2℄ Volker Strassen: Algebraishe Berehnungskomple-xit�at, in Perspetives in Mathematis, Anniversary ofOberwolfah 1984. Birkh�auser Verlag Basel, 1984, 509{550.[3℄ Joahim von zur Gathen: Algebrai omplexity theo-ry, Annual Review of Computer Siene 3. Annual Re-views In., Palo Alto CA, 1988, 317{347.[4℄ P. B�urgisser, M. Clausen und M. A. Shokrollahi: Alge-brai Complexity Theory, Grundlehren der mathema-tishen Wissenshaften 315. Springer-Verlag, 1997.[5℄ Joahim von zur Gathen und J�urgen Gerhard: ModernComputer Algebra. Cambridge University Press, 1999.[6℄ �Akos Seress: Permutation Group Algorithms. Cam-bridge University Press, ersheint demn�ahst.


