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- Se presentan algoritmos de tiempo polinomial para resolver sistemas de ecua-
mes lincales sobre R{x ], cuando R es un anillo con valuaci6én euclidiana.

Snznce Santia Chile

lntroducclbn

¢ Resolver sistemas de ecuaciones lineales es claramente uno 2z los més impor-
fantes problemas de computacién. También ha ganado aceptaci6bn la nocién que
, 'ﬁempo polinomial” - es decir un nimero total de operaciones que es polinomial en el
t&mano de 1a entrada - es una condicién necesaria para que un algoritmo sea practica-

&ge

3

lén. In Pn 4th Int. Conf. Compurer
hsta g that y of these documents will adhere to the t
ht hold d

5:. La climinaci6n de Gauss preseata un algoritmo para resolver sistemas de ecua-

£

o es lineales en tiempo polinomial, de hecho en O (n3) operaciones para sistemas de
B x;: sobre un campo de base arbitrario. Pero, cuando los elementos del campo de
T’;‘“ son dados por representaciones de tamafio variable - como por ejempio la
%éprescntacmn binaria de nGmeros enteros - no es evidente que los resultados inter-
;nedlos en 1a eliminacién de Gauss son de tamafio polinomial, y que la eliminaci6n se
%wde efectuar en un nGmero polinomial de operaciones binarias. Edmonds [1967)
§nostr6 que los resultados intermedios no son demasiado grandes en este caso especial.

E

1on@L1neales

HIM

:: En un espiritu similar, se conocen hoy en dia algoritmos polinomiales para los
%tgmemcs problemas: solucién de sistemas lineales sobre Z (von zur Gathen-Sieveking
[1976)), calculacién de la forma normal triangular “de Hermite" y de la forma diago-

nal "de Smith” para matrices gobre Z (Kannan-Bachem [1979]) y sobre Q[x) (Kannan
[1983)).
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En este trabajo, presentamos un algoritmo de tiempo polinomial para calcular las .

formas normales de Hermite y de Smith para matrices cuyos elementos son tomados
de R[x], donde R es un anillo con valuacién euclidiana, Esto es una generalizacién
simulténea de los casos R=Z y R =F [y] para un campo F arbitrario, ¢ inductivamente
también para arnillos de polinomios en muchas variables. La nocién de “anillo euclidi-
ano” es el concepto correcto para describir algoritmos como el célculo del méaximo
comGn divisor y el algoritmo chino del resto; en nuestro caso, "anillo con valuaci6n
euclidiana® es una nueva nocién que parece ser el concepto correcto para métodos de
factorizacion de polinomios (von zur Gathen [1983]), y para las ecuaciones lineales de
este trabajo.

2. Valusciones

Por definici6n, una valuacion v: R - R, donde R es un anillo (conmutativo, con
1) sin divisores de zero, cumple las propiedades siguicntes para todoa,b € R:

) v(s) = 0,

(ii) v(a) = 0 <= g =0,

(iii) v(ab) = v(a)v(b),

(iv) via+b) = v(a) +v(b).

v se llama no-arquimediana si

(iv)’ v(ia+b) < max{v(a),v(b))}.

Para propiedades elementales de valuaciones, ver por ejemplo van der Waerden

i

[1970]). Los dos ejemplos importantes para el punto de vista de este trabajo son: la
*valuacién absoluta” sobre R = Z con v(a) = la |; y la "valuacién del grado” v sobre .
- R=F[s] con v(f)=2¥%/ (aunque es més comGn considerar la "valuaci6n
logaritmica® w (f ) = grad f ), y valuaciones similares del grado sobre R = F [xy,...,5; ).

Fijamos una valuacién v sobre R. Escribimos M, ., = M, «,(R[x]) para el con-

junto de matrices de m Xn cuyos elementos provienen de Rx], y F para el campo de

cocientes de R. gradf es el grado de un polinomio f € R[x). Si A € M,y ¥

. b € My, entonces escribimos (4 16) € My (541) para la matriz aumentada. Utili-
zaremos la definici6n siguiente.

Definicién 2.1. Seanm p=1,yA € M, ,,. Entonces

ad4d = max gra
gr i grada;,
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vA) = n:zjx v(Ay).
vi(A) = (%" @)L o

Identificamos un polinomio f € R[r] con el vector de sus cocficientes, que es miem-
~ bro de M,y para gradf < n, y utilizaremos v(f ) como definida més arriba. Para
una matrizA € Mmn, usamos A, € M4, , para denotar la i-fsimafilade A.

Lema 2.2 (Desigualdad de Hadamard) Sea 4 € M,,,. Entonces
‘rﬂd det ASn .r&dd .
videt AYs [T vaape) s (nV3v(a)).

1Sisa
Si v es no-arquimediana, entonces
v(det A) s v(AY'. O

Lema 23. Sea A € M x,, b € Mgy, d = grad(A 1b), w = v(A |b), y supongamos
que existe y € F(x]* tal que Ay = b. Entonces existen yq,...y, € R[x]y yo € R\ {0}
tal que pars todo { valen

A(’t/’ﬂwa’./’ﬂ) =),
grady, € 2md,
v(y) S (mVd+iw )i+,

Demostracién. Podemos suponer que el rango de A es igual a m, y que las primeras
m columnas de A son linealmente independientes (sobre F(x)). Sea B € M, ., la

matriz formada por las primeras m columnas, Yy C € Myx(s-5) formada por las
tltimas columnas de A.

Tomamos ¢4,...f, € F[x]tal que
Altgnty) = b .
Seau mdetB € R[x]yq,»r; € F[x] para 1<i<a tal que
‘: =qu tr,
gradr; < gradu = m gradB = md ,
7 = (Fyityty) € RIPT™,
(Z1r2m) = (1seestyy) + 20J(B)C (g 41s99s) € F[xT* ,
donde adj(B) € M, «, esla adjunts de B, Ahora el sistema no-singulyr de ¢eyaciones
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lineales

Bz =b —Cr
- tiene la Gnica soluci6n
3 = (Zseety)

en F(x)". Utilizando la regla de Cramer, s¢ obticne que cada detB 2, € R[x] es un
subdeterminante de (B1b —Cr) y tiene un grado menor que (m—1)d + (m+1)d
= 2md , porque grad(b—Cr) < d +md = (m+1)d. Resulta que gradz; < 2md para
1si=sm. '

Ahora consideramos 2nmd indeterminadas s; sobre F, para 1si=n y
0= j < 2md,y el sistema de m (2m +1)(d +1) ecuaciones lineales con coeficientes de
R que resulta de 1a condicién

A'(§sux". ‘oo ,%s,,x’) = b

~ al comparar coeficientes de potencias de x. Poz lo supuesto mis arriba, este sistema
tiene una solucién en F. Sigue de la regla de Cramer y la desigualdad de Hadamard
(Lema 2.2) que también tiene una solucién (y;; /y ), Jeony,;y €ERy

vV () S ((m (2m +1)(d +1))Mow Yo @m+ 14+
| < (m Vd+iw)¥»M, 0o
Sean f .8 € R[x],y h € F|x] el Gnico méximo com@n divisor ('mcd") mobnico, es
decir con coeficiente méximo igual a 1, La teorfa de subresultantes (Collins [1967],
Brown [1971]; ver también Borodin-von zur Gathen-Hopcroft [1982]) da un método de
calcular A como la Gnica solucibn de un sistema de ecuaciones lineales con

coeficientes tomados de R. Si p es el determinante de esta matriz de coeficientes (la
"subresultante principal”), entonces ph € R[x]y existen s ¢ € R[x] tal que

sf +1g = ph.
En este trabajo, usamos mcdp (f ,g) para denotar este ph € R[x].

Lema 2.4. Sean f ,g € R[x] de grado no mayor que n, y v(f ),v(g) = w. Entonces
existen k ,s ¢+ € R[x] tal que

k=mcdp(f g)=sf +1g
gradk ,grads gradt =< n
V() () (e) s @aw )™
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Se pueden calcular & ,¢ ¢ rmlviendo un sistema no singuler d= ecugeciones lineaizs zo-
bre R.

Demonstracién. Es claro por las obiervaciones precedentesy Lema 23, 0
El lemas siguiente proviene de Mignotte [1982).

Lema 2.5 (Landau-Mignotte) Supongamos que f ¢ € F[x] son ménicos, m = gradg, y
que g es un divisor de £ . Entonces

vig) = V(Z")Vz(f)

Si v es non-arquimediana, entonces

v@g)= v(f) o

3. Triangulacién parcial

Llamamos una matriz U €My, (F [x]) unimodular si detU € F. El algoritmo
FORMA TRIANGULAR, que se presentar§ en la préxima secci6n, transforma una
matriz A € M, ,, 8 forma triangular superior por operaciones unimodulares, es decir
el algoritmo calcula unas matriz triangular B € M., y una matrlz unimodular
U € Mgy, tal que A = UB, ~

Como en la eliminacién de Gauss, ¢l algoritmo va creando submatrices cuadradas
de forma triangular més y més grandes en el fngulo izquierdo superior de la matriz
considerada. En esta seccion, presentamos el algoritmo bésico qde agregs unsa fila y
una columna nuevas al cuadrado.

Algoritmo FORMA TRIANGULAR PARCIAL
Entrada: B € M;,,(R[x]), con el menor de (k —1)x(k —1) de B de forma triangular
superior, y detB » 0,
Salida: C,U € My, (R[x]), con B = UC, C de forma triangular superior, y detlU
= 1.
(1) Poner Cy = B, Uy = I, y calcular C;,U,,V; € M;,, para i = 1,.k -1 en los
pasos 2y 3.
(2) Poner d; = (Ci—y, ¢ = (Ci—u» ¥ calcular g;,5;,4; € R[x] tal que g, =
mCdR(d‘ ,C‘) = S,d, + "G,.
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(3) Poner

1.
1
$ 7
V‘ = 1 y
. B T
—¢; /8 - di /8]
Cl = Vlcl—l'

Uy = U4V,

(4) DevolverC =Cy yU =U,_;.
Lema 3.1. El algoritmo FORMA TRIANGULAR PARCIAL produce los resultados
descriptos més arriba. Se puede efectuar con O (k%d*) operaciones en R, utilizando
solamente elementos r € R con

v(r) s (v @),
donde d = gradB y c es una constante universal.

Demostraclén: Por inducci6n sobre i se demuestra ficilmente que los resultados pro-
ducidos son correctos, es decir que B = UC, C es de forma triangular superior, y
detl/ = 1. La Gnica parte no trivial es la cota superior sobre ¢l tamafio de los resulta-
dos intermedios.

Para cada valor de i, los pasos 2 y 3 solamente cambian las filas i y k de C,_;.
En particular, (C,-)» =Bje. Para 1 s {,j =< & sea

"81‘ s s e Bu Blj.
0 * .

fugdet .

‘0"051‘ BU
By + ¢ c By By |

Vamos a demostrar que para0 = { < k y 1= j = k vale lo siguiente:

Cdij = @18y

La demostracién se efectGa por induccién sobre #, el caso { = 0 siendo claro. Por
0< i < k tenemos
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¢ d
€y = —;;'(Cl—l)u + ';'(Cx—l)u
[
= 8, (—(Ci-uBy; * Bu(Ci-1yy)

= (g1 &) N ~Fi-1,By +Bifi1y) = (81" 8) i)

donde la Gltima ecuacién sigue por expansién de la matriz para f,; segGn su {-ésima
fila.

También se verifica ficilmente que
1

1

-1 d‘/g‘ “ v "‘“
V‘ = . 1

| ;0/8: . 1 -'; ‘
Wy = (Vj")l. porizj,
WUidie = (e1/814162/8182 - - -
dy-ccdiy;/81° 80,04y d;/g8y - &)
Las cotas siguientes son claras ahora, para todo valor h,i,j, 1= h,,j ‘s k :
grad(f ;) s kd ,
grad(C,)y; = kd,
grad(U;),; < k%4,
grad(g,).grad(s;),grad(t;) = kd,
v(f,) s (kVaw ),
V(ECy) S v W ) S v (@4IVED G W),
v(dy - -d)) s (k22)Yo8 (v(2M)Vid kVPw )Y s (kw)t'cd
v{Uy S kw)t'ed,

con una constante universal ¢. El costo dominante del c6mputo ocurre en el paso 2.
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En éste se calcula el mcd de polinomios de grado no mayor que kd, y cada mcd se
puede calcular con O ((kd)*) operaciones en R. Asf, el costo total es O (k 5d%). Para
cada resultado intermedio »r € R vale

v(r) = c?kw)

para una constante ¢c. O

4. Forma normal de Hermite y de Smith

En esta seccibn, calculamos dos formas normales para matrices, las de Hermite y
de Smith. Llamamos 8 una matriz A €M, x, principalmente no —~singular si todos los
menores principales (= submatrices cuadradas en e} &ngulo izquierdo superior) de A
son no-singulares. Consideraremos solo matrices de este tipo por simplicidad: nuestro
algoritmo, como la eliminacién de Gauss, no necesita ninguna permutacién de colum-
nas para estas matrices. Pero no es una restriccion severa, porque una matriz general
de rango maximal se transforma fé&cilmente a una matriz principalmente singular.
Una variacion del algoritmo también se aplica al caso de matrices que no tienen
~ rango maximal.

Definicién 4.1. Una valuacion v:R -~ R se llama una valuacion euclidiana si existe
B,0 < B <1, tal que

Ey Va€R (a#0% v(a)=1)

E;: Va,b€R T q€R (b¥0 > v(a—qb) = Bv(b)).

En este caso, R se llama un anillo con valuacién euclidiana. @O

La condicién E , dice que la division con resto es posible, con un resto de valor
no mias de B veces el valor del divisor. Dicho anillo entonces es euclidiano (en el sen-
tido com@n), y el algoritmo euclidiano para calculax un méximo com@n divisor de

a,b € R se puede efectuar con no més de 1 + lo = O (log v (b)) divisiones.

(I/B)

Tenemos dos ejemplos importantes de anillos con valuaclén euclidiana: Z con el valor

“absoluto, y F[x] con v(f ) = 26"*/ , donde F es un campo. En ambos casos podemos
poner B = 1/2,
Observacién 4.2. También podriamos definir un anillo con "valuacién pseudo-

euclidiana®, en el cual se puede efectuar la *pseudo-division”. Es decir, se substituye
la condicién E 5 por |

117

i
1

:
‘1



Va,béR Jcg€R b # 0 v(c)=1yv(ca—gh) s Bv(d).
Si F es un anillo sin divisores de zero, esta condicién seré satisfecha por F[x] con
v(f) = 28794/ ,
Un polinomio f = 3. f,x' € R[x] se llama primitivo si mcd(f g,....f,) € R es -
invertible. Para cada g € F[x] se pueden calcular a € F y un polinomio primitivo
S €R[x] tal que g=af; tales a y f son Gnicos mo6dulo multiplicacién por un
clemento invertible de R.
Algoritmo FORMA TRIANGULAR.
Entrada: A € M_,,(R[x]) principalmente no-singular, donde R ‘es un anillo con
valuaci6n euclidiana. ‘
Salida: D € M, x,(F[x]) de forma triangular superior,y V € M,, xw(Flx])
unimodular tal que A = VD. |
(1) Poner Ag=A,Vy=1I,,d =gradA. Por k =1,..n-1 calcular A;, V, € My,
en los pasos 2 hasta §.

(2) Llamar el algoritmo FORMA TRIANGULAR PARCIAL con el & Xk -menor de
A -1 como entrada, y B, € M, ,,; (R[x]) como salida.

(3) Calcular polinomios primitivos by,...,.b; € R[x] tal que el elemento diagonal i-
ésimo de B, es un mltiplo escalar de b;, con el escalar tomado de F. '

(4) Considerar el sistema de & (k +1)/2 ecuaciones lineales sobre R[x] (en las £*
entradas indeterminadas W;; de W = (W;;); ;) que corresponde a la condicién

.
lo. o

WP = . .
O“'Obkj

donde P, es el principal menor de &£ Xk de A, y no se impone ninguna cohdicidn
a la parte triangular estrictamente superior. Calcular una soluciba
W = (W‘)/W”)‘J con

Wij € R[x] » Woo € R\{O} ’
gradw,; = 2%
v(wy;) s (Vdv(2)v(4)%"
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para todo i ,j, donde d = gradA.
(5) Poner

ﬂ
ll

. € MnXu(R[xD’

A, =TA,yV, =T\,
(6) DevolverD =A,_,yV =V,_,.
Teorema 4.3. Sea A € M,,,(R[x]) principalmente no-singular, y d = grad4,
w = v(A). El algoritmo FORMA TRIANGULAR se puede efectuar y produce los

resultados descriptos més arriba. El ntmero de operaciones en R es (nd)°(), y todo
resultado intermedio r tiene tamafio polinomial, es decir

v(r)= w(d® g

Corolario 4.4. Si R es un anillo con valuacion euclidiana, se puede calcular la forma
normal de Hermite para matrices en R[x] en tiempo polinomial. O

Como mencionado en la introduccién, los casos especiales R = Z (Kannan-
Bachem [1979]) y R = Z|x] o R = Q[x] (Kannan {1983]) son bien conocidos. El resul-
tado de este trabajo se aplica también a los casos R = F[x] y R = F[x,y] para un
campo F arbitrario, cuando una operacion en F tiene un costo constante. Esto es
realista en el caso de un campo finito, por ejemplo. |

Ahora es facil aplicar el método también a la traspuesta de una matriz ya en
forma normal de Hermite, y se obtiene ¢l resultado siguiente.
Corolario 4.8. Si R es un anillo con valuacién euclidiana, se puede calcular la forma
normal diagonal de Smith de una matriz de R[x] en tiempo polinomial. 0O

Corolario 4.6. Si R es un anillo con valuacién euclidiana, se puede - en tiempo poli-
nomial - decidir si un sistema de ecuacioney lineales tiene una solucién, y en caso
afirmativo, calcular una solucién. O
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