IV. Weitere zum Erflllungsproblem polynomial &quivalente kombinatori-

sche Aufgaben

von Joachim von zur Gathen und Malte Sieveking

eaben zundchst nach (Karp 1972) neun vollstdndige Sprachen in NP

ann wird gezeigt, dass die zu den ldsbaren rationalen, diophanti-

und modularen Gleichungssystemen gehdrigen Sprachen in P sind.

Kigr liessend werden rationale und diophantische Ungleichungssysteme
&%gégsucht. wobei die letzteren wiederum eine vollstdndige Sprache in
%?%é?geben. Im letzten Teil wird die Reduzibilitit von ganzen Zahlen
vhd:von Polynomen behandelt.
@ﬁ ezeichnungen sind die gleichen wie in III, wo auch die 0-1-Kodie-
%uggen der betrachteten Sprachen beschriesban sind.
g
ﬁéf EIFAERBBARKEIT ist eine vollstiAndige Sprache. Sie besteht aus al-
507
E raphen (P,K) mit der Eigenschaft, dass es eine Abbildung
cr.gg . . .
%.é — {fo,F1.f2},gibt mi t
£ (Vp.q€P) {p,qt€ K => 4(p) + ¢(q),
d. dass der Graph mit drei Farben f_,f,,f, farbbar ist.

e’ 1*°2

ollsténdigkeit beweisen wir mit folgender Transformation:

ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS DREI VARIABLEN PRO KLAUSEL
<a DREIFAERBBARKEIT.

ere zum Erﬁillu@prob

§%§§m C1""‘Cm Disjunktionen von jeweils hochstens drei Elementen von
'§xa_ -

.,xn,x1....,;n}. Falls ndtig, erreichen wir durch Wiederholung,

in jedem Ci genau drei Zeichen vorkommen. Jedes Ci hat dann die

o

Ci = Yiq v Yi2 v Yi3e wobei Yik exn-xj-odar ein xj ist.

émé ormsl C1 Al A Cm ordnen wir den Graphen G = (P,K) zu mit
2 P = {0,2} U {le an} U {;jl jsn} U {pil i<m, k<5}
E K = {{0,2}} U {{xj.Z}I J<n} U {{;j‘Z}l j<n)

5 v {{x_j.;jﬂ j<n} U {{yik’pi}l f<m, k<3l

U fir alle i<m folgende sieben Kanten:
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i i Bemarke, dass 0 den gleichen

i .
P,
p~-/’///////k\\\\\\\\s»ps : | !
o Punkt fir alle i bezeichnet.
iL j i
P, P,

(Dieser Graph wurde von E. Speckser vorgeschlagen.)

Beispiel C1 = %, v Xy v Xos also Yiq = %qr Yqo T Xou ¥Yy3 * Xpe

Wir zeigen, dass C1 Ao A Cm erflillbar ist genau dann, wenn G drei-
farbbar ist. '

Sei C, A...AC_ erfillbar und v: {x1....,xa} — {0,1} eine Belegung
mit v(C, A...AC ) = 1. Fir alle i<m gilt dann v(Ci) = 1, d.h. fir alle

i<m gibt es ein ki.mit V(yiki] = 1.

Folgende Abbildung ¢ ist dann eine Farbung von G:
¢(0) = fap

$(2) f

2'
ij) = fv(xj)'
$0) = Fux e

J
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und die Punkte der Finfecke (p:.p;.p;.pz.p;) farbt man der Réihs nach,
fir ki = 1 im Gegenuhrzeigersinn, sonst im Uhrzeigersinn. Dabei be-
ginnt man mit ¢(p; ) = fo' Nachher sind jeweils hochstens zwei Farben

ausgeschlossean, soi dass stets eine freie Farbe gewdhlt werden kann.

Sei umgekehrt G mit drei Farben fo. F1, fz gefarbt, und etwa ¢(0) = fo.

$(2) = fz. Fir j<n ist ¢(xj) = Fo und ¢(;j) = F1 oder umgekehrt.
Wir definieran v: (x1,....xn} —- {0,1} durch

0 falls ¢(x = §
o

}
J
X, —» .
1 falls ¢(xj) = f1.
Wir zeigsn, dass v(C1 A A Cm) = 1 gilt:

Andarnfalls gibt es 91n Ci " ¥y v Yio v Y3 mit v(Ci) = 0, d.h.
v(yi1) = v(yiz)-- v(yi3) = 0. Dann ist
¢(yi1) = ¢(yi2) = ¢(yi3) = fo und o0.B.d.A.
i i
¢(p1) f1. ¢(p2) +‘2,
i i
also ¢(p4) fz. ¢(ps) = F1.
pg ist mit Punkten der Farben Fo‘ f1, fz verbunden, was der Farbungs-
gigenschaft widerspricht. Also gilt
v(C1 Ao AC ) = 1,
m

2. Die Sprache k-FAERBBARKEIT bestsht aus allen Graphen G = (P,K) mit
der Eigenschaft, dass es sine Abbildung ¢: P — {f1,...,Fk} gibt mit

(Vp.q€ P) {p,ql€ K =—> ¢(p) + ¢(q),

d.h. gass der Graph mit k Farben fdrbbar ist. k-FAERBBARKEIT ist voll-
stdndig fir k>3: .
' DREIFAERBBARKEIT ¢ k-FAERBBARKEIT.

Einem Graphen 6 = (P,K) ordnen wir den Graphen G' = (P’',K') zu mit
P' =PU {1,...,k-3)
K* = KU {{1,3}] 1.3<k-3} U {{p.J}| p€ P,j<k-3}.

Offensichtlich ist G€ DREIFAERBBARKEIT, genau wenn G'€ k-FAERBBARKEIT.

Bemerkung ZWEIFAERBBARKEIT ist in P. Der folgende Algorithmus testet,

ob ein Graph 6 = (P,K} zweifdrbbar ist.
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Man wdhlt r€P, ordnet ihm die Farbe ¢(r)=€1 zu und bestimmt schritt-
weise flr die Punkte p, die mit einem bereits gsfdrbten Punkt g ver-
bunden sind, ¢(p) durch ¢(pl+d(g). Wenn p mit Punkten verschiedener
Farbe verbunden ist, so wird G verworfen. Falls nur noch Punkte unge-
farbt sind, die mit keinem gefd8rbten Punkt verbunden sind, so beginnt
man wieder wie oben mit einem beliebigen solchen Punkt r und der Farbe
4
wirft.

. Dann ist G zweifarbbar, genau wenn dieses Verfahren niemals ver-

3. Die Sprache CLIQUENUEBERDECKUNG enthdlt alle Paare (G,n), wo

G = (P,K) ein Graph und n€ N ist, mit der Eigenschaft, dass es voll-
stdndige Untergraphen (= Cliquen) G1""'Gn von G gibt, deren Punkt-
mengen P liberdecken (die Gj dirfen auch leer sein). CLIQUENUEBERDECKUNG.

ist vollsténdig:
4 OREIFAERBBARKEIT p. CLIQUENUEBERDECKUNG .

Einem Graphen G = (P,K) ordnesn wir den komplementdren Graphen
G' = (P',K') mit P’ = P und K' = (;)\K und n=3 zu. Dann gilt

G € DREIFAERBBARKEIT
<> (Jé¢: P — {1,2,3}) (V{p.ql€K) ¢(p) + ¢(q)

<==> JUsherdeckung P1U P2U P3 von P, so dass fir i€ {1,2,3} je

zwei Punkte van F'i in G nicht miteinander verbunden sind
<==> HuUeberdsckung P,U P,U Py von P mit (Vi<3) (Vp,qui) {p.ql€ K’

<> (G’,3)€ CLIQUENUEBERDECKUNG.

4, PARTITION besteht aus allen Paaren (M,{S1,....Sr)).wobei M eine end-
liche Menge ist und die Sj Teilmengen von M sind, mit der Eigenschaft,
dass es eine Teilfamilie {Si ""'Si } von {81""'Sr} gibt, deren Ele-
mente paarweise disjunkt sina und de%en Vereinigung M ist. Als Kodie-
rung verwenden wir die Kodierung der |M|xr-Inzidenzmatrix, d.h. der

Matrix mit den Koeffizienten

1 miE SJ

a, .
1]
0 sonst

wobei M = {m1,.--.m|M|}-
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PARTITION ist vollstdndig:
DREIFAERBBARKEIT $x PARTITION,
Einem Graphen G = (P,K) ordnen wir zu:
M =P U Kx{(1,2,3}
und folgends Mengen Sj, indiziert durch {(Px{1,2,3}) U (Kx{1,2,3}):

Sp.F = {p} U {(k,f)]| p€ Kk},

sk'f = {(k,f)}.

Sei (P,K) € DREIFAERBBARKEIT, stwa mit ¢: P — {1,2,3) gefidrbt. Dann
bilden die Mengen

(S, g(p| PEPY U LS, | (VD€ KI4CpItf)
eine Uesberdackung von M, und sie sind paarweise disjunkt. Also ist
(M,{Sj})G PARTITION. Sei umgekehrt (M.(SJ})G PARTITION, etwa

M= |J s, mt 3c (Px{1,2,3}) U (kx{1,2,3}).
5@

Fir jedes p€ P gibt as genau ein f€ {1,2,3} mit {p,f)€ J. Dann ist
¢: P — {1,2,3}
p > f

eine Fdrbung von (P,K), also G€ DREIFAERBBARKEIT.

5. Die Sprache SCHNITTMENGE baesteht aus allen Paaren (N,[U1,...,Ut}).
wo N eine endliche Menge und U1""'Ut Teilmengen von N sind, mit der
Eigenschaft, dass es eine Teilmenge U von N gibt mit V; Ian uf = 1.

Ihre Vollstidndigkeit zeigen wir durch eine polynomiale Transformation

des "dualen” Problems:
PARTITION f“ SCHNITTMENGE.

Sei {81""’Sr} eins Familie von Teilmengen von M = {u1,...,ut}. Wir

ordnen ihr zu eine Familie U1""'Ut van Teilmengen von

. N = {51)-:“'\'-‘\051.} mit

N

sj€ Ui Q> ui€ SJ {transponierte €-Matrix).

Dann gilt:



54 -IV.6~

(M, {S,,+..,S_}) € PARTITION
<> (FRc {1,...,r}) (Vict) (T ljeR) uy€ 55

<-—>(3Rc{1,....p})(Vigt)(El!jeR)sjeui

> (N, {U .,ut})e SCHNITTMENGE.

100

6. Die Sprache DREIDIMENSIONALES REPRAESENTANTENSYSTEM besteht aus

3

allen Paaren von endlichen Mengen (T,U) mit UC T~ und mit der Eigen-

schaft, dass es eine Teilmange W< U gibt, so dass die drei Projektionen
pry: To— T (i€ {1,2,3}) bijektiv von W nach T sind,
Lawler (sishe Karp 1972) hat mit der folgenden Transformation gezeigt,

dass diese Sprache vollsténdig ist:
PARTITION < BREIDIMENSIONALES REPRAESENTANTENSYSTEM.
Dabei wird jedem (M;{s1,...,sr}) das folgende (T,U) zugeordnet:
T=MU{(x,3)] j€{1,...,r},x€ 543

Sei 7: T — T eine feste Permutation, so dass fir alle j€ {1,...,r}
und alle B€ SJX{J}

(rig)] 150} = s
jx{j}).
U= {(x,(x,3),(x,3))] j€ {1,...,r},x€ sj}

jx {j}

ist (d.h. 7 ist Zyklus auf S

U {(a,B,7(B))]| a€ T\M,B€ T}.

Wenn RS {1,...,r} eine Partition von M definiert, so sei

- U (ij{j}). Da |T'| = |M| ist, gibt es eine Bijektion

JR
@t TSN — TNT',

Dann ist
W= {(x,(x,3),(x,3))] (x,3)€T'} U {(a,0(a),niela)))]|a€ T<M}

ein dreidimensionalaes Reprdsentantensystem.
(pr3 ist bijektiv, da w: TNT' — T~T' bijektiv ist).

Sei umgekehrt W ein dreidimensionales Reprisentantensystem und

R = {J|(IxEM) (x,(x,3),(x,5)) € W}. Wegen pr1(w) = T ist U Sj - M.
j R

J
Sei j€ R und stwa (x,(x,3),(x,J))€ W, Sei ferner (y,j) = n 1(x,j). Es
gibt kein a€ T\M mit
(a.(y.j). "(y:j))e wl

also ist (y,(y,3), (y,j)) €M,
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Da ! ein Zyklus auf ij{j) ist, folgt
(Vz € Sj) (z,(z,3).(z,3)1)1€ W.

Wenn also 1i,j€ R und x€ S n‘S..ist, so ist (x,(x,i),(x,i})}€ W und
(x,(x,j),(x,j)) € W, alsc i =j, und falglich definiert R eine Partltlon

von M.

7. Die Sprache RUCKSACK besteht aus allen Folgen (a1.....ar.b) von na-
tirlichen Zahlen mit der Eigenschaft, dass es sin RC {1,...7r} gibt

mit } a; = b (man méchts den Rucksack b mit einem Teil des Proviants
ay,+v0,a  genau ausflillen). Diesa Sprache ist vollstindig:

PARTITION Sn RUCKSACK.
Seien 81..q..8r Teilmengen von M = {u1....,ut}.-w1r setzen

1 falls u,€ S

i 7
d=r+1, eji =
0 sonst
t J t
i-1 d -1
aj - i§1ejid , b =71

Dann gilt:
(M,{s1....,sr})€ PARTITION
<=> @RS {1,...,v}) (Vi) (A} JeR) v € s,

t i-1 t-1
<==> (FR< {1,...,r}) § (] €j4)d° = tr...ed” b
121 j@
(da (Vi) J e, ¢ § e..<r<d und dis d-adische Darstellung eindeutig
je 7 jep 31
ist) -
= (@R {1,0,rh T ay = ] 2 e;8 " - b

J&® J®R i%1

o> (a1,....ar,b)€ RUCKSACK. .

8. Das multiplikative Analogon zu RUCKSACK ist FAKTORZERLEGUNG, das

aus allen Folgen (a1.....a .b) von natiirlichen Zahlen basteht, die die
Eigenschaft haben, dass es eine Teilfolge (a sees,a;
gibt mit

i, } von (a1,...,ar)

f%ai = b. FAKTORZERLEGUNG ist vollstandlg-
1 k
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PARTITION p. FAKTORZERLEGUNG.

Seien 51""'Sr Tellmengen van M = {u1.....ut}. Wir konstruieren paar-
weise teilerfremde Zahlen PysesssPys 2.B. dis ersten t Primzahlen. Man
Gberlegt sich leicht, dass dies in einer Zeit geht, die polynomial in t
ist. Wir setzen

= I I pJ firi = 1,...,t,
{jlujési}

2y
t
oy
Dann gilt:
(M'{S1""'Sr}) € PARTITION

o—>(3RC(L.“.ﬂ)(Vﬁt)(B!iERlquSi

0—>(3RC{L-n.ﬂ)(th)(H'ieR)pNa

<=> (JRc {1,...,r}) TTPJ iTGr;

o> (81""’ar’b)€ FAKTORZERLEGUNG.

9. Oie Sprachs HALBIEREN besteht aus allen Folgen (c1....,cs) von ganzen
Zahlen, die die Eigenschaft haben, dass es ein Sc {1,...,s} gibt mit

1es 1%5 i

HALBIEREN ist vollsténdig:
RUCKSACK 5“ HALBIEREN.

Einer Folge (a1..,..ar,b) ordnen wir zu:
8 = r+2
cy *oa fdr 1-1f....r

Creq = B*1

- Z Jore

Dann gilt: _
(a1....,ar.b)€ RUCKSACK

<=> (JRc {1,...,r}) | a; = b
i€R

> (BRC {1,....tH } a; * c.,p ='%Rai * Crg
i€R i
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> (c1,...,c 2)€ HALBIEREN

e
r
(da i§1ci< Cret1® Crez ist, kommen in einer Halbierung Crut und Crep

nicht auf der gleichen Seite vor).

10. In diesem und den ndchsten beiden Abschnitten betrachten wir 1li-
neare Gleichungssysteme in @, in Z und in 2Z/qZ fir ein q€ Z, Wir wollen
die Ldsbarkeit solcher Systeme entscheiden und gegebenenfalls L&sungen
bsrschnen.

In @ verwendet man gewShnlich die Gauss-Elimination, in Z die auf die
Elementarteilertheorie flhrende Elimination mit Hilfe des euklidschen
Algorithmus. Systame von linearan Kongruenzen kann man durch Einflihren
von Scinlupfvariablsn auf lineare diophantische Gleichungssystemes zu-
rickfihren. _ .
Die Anzahl ariﬁhmetischar Operationen dieser Algorithmen ist polynomial
in der Inputlénge. Dagegen ist nicht von vornherein klar, ob die bei
den Berechnungen auftretenden Zahlen klein genug sind. Dass dies fir
eine mndifizierte Gauss-Elimination doch der Fall ist, hat (Edmonds
1967) gezeigt. Diese Schlussweiss ldsst sich nicht ohne weiteres auf dan
diophantischen Fall Ubertragen. Wir gehen deshalb nach einem Vorschlag
von V. Strassen so vor, dass wir das lineare diophantische System durch
ain éduivalentes Kongruenzsystem ersetzen und auf dieses die Elementar-
teilermethode anwenden. Hisr kann man das Koeffizientenwachstum unter

Kontrolle halten, indem man nach jedem Rechenschritt reduziert.

Satz Es gibt eine polynomial beschridnkte TM, welche fir jedes Paar
(A,b) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen m-Vek-
tor b ein ebensclches Paar (A’,b') und eine Permutation 7 der Koordi-

naten in Q" berechnet, so dass

A' = .
>m

3 <
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die Diagonalelemente bis zur f£-ten Zeile #0 sind und fir alle x€ Q"
gilt:

- Ax = b <=> A'(wx) = b’.
Fir spdteran Gaebrauch (12.) bemerken wir, dass ausserdem gilt: Wenn A

links oben ein txt-Kistchen mit Dreiecksform

1

t

und lauter Elementen +0 in der Diagonale hat, sa auch A’ (d.h. A' hat

ein txt-K&stchen in Diagonalform).

Korollar 1 Es gibt eine polynomial beschriankte TM, die fir jedes Paar

(A,b) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen
m-Vektor b

(i) entscheidst, ob sin x€0” mit Ax = b existisrt, und, falls die
Entscheidung positiv ausfdllt, ein solches x konst?uiert.

(ii) eine Basis liber © aus ganzzahligen Vektoren des Nullraumes
{x€0"| Ax=0} berechnet.

Beweis Nach obigem Satz kann angenommen werden, dass A die dort fir

. A' angegebens Form hat. Dann gilt:
((Ixen™) Ax=b) <—> ((V j,241¢j¢m) by=0) -

‘Falls es aine Ldsung von Ax = b gibt, erhdlt man eins solche vermdgs

0 (&+1<r<n)

x -
r
-1 ) n )
( ) b - ) 1<p<t
®rr (.r_j_£‘1arjxj (1<ret)
Eine Basis x(1),...,x(n_z) des Nullraumes von A erhdlt man mit
TTa falls r = %+i
J<b JJ
xii) - 0 falls r + 2+i und 2+1<r<n
S a3 falle 1<r<t
®rr r+1<j<n ry J
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Man prift leicht nach, dass ) x3)
r+1<j<n ryJ

ches von [ [ a,. ist, also (1 L x(n2)
i<jer 39

Oie Sprache LINEARE RATIONALE GLEICHUNGEN besteht aus allen Paaren

(A,b) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen

stets ganzzahliges Vielfa-

m-Vektor b mit dar Eigenschaff. dass ein x€ Q" existiert mit Ax = b
{eigentlich sollte diese Sprache LOESBARE LINEARE RATIONALE GLEICHUNGS-
SYSTEME heissen, aber hier und in dan folgenden Abschnitten verwendsn

wir die obige kilirzers Bezeichnungsweise).

Korollar 2 LINEARE RATIONALE GLEICHUNGEN ist in P.

Beweis des Satzes Der folgends Gauss-Algorithmus berechnet rekursiv
eine Folge A(O). A(1) A(l) von mx(n+1)-Matrizen aus rationalen
(o) 1T(1) (2)

seaas,T von Permutationen der Koor-

Zahlen sowie eine Folge 7
dinaten in @". Zunichst ist

a,: (1<j<n]

1)
a(o) .
ij
bi (j=n+1)
29 . 4
A(k) und w(k) erhdlt man, indem man
(1) in A(k_1) die r-te und k-te Zeile und die s-te und k-te Spalte ver-
tauscht, wobei (r,s) das lexikographisch kleinste Paar mit
a;:-1)+ 0, k<r,s und s<n ist (falls kein saolches existiert, ist
2=k-1)

(2) sodann fir jedes i>k+1 dasjenige Vielfache der k-ten Zeile zu der
i-ten addiert, fiir welches eine Null an der Stelle (i,k) entsteht

(3) oK) . (ks)oy K1)
Dann gilt
n (k=1),_(k=1)_ = _ _(k=1) .
(Vxen™ £<§<naij (x (x))g= a7 L5 (1cicm)
- (k) (k) (K] .
> 1<§<naij ( (x))j g neq (1gizm))

ganzzahlige Koordinaten haben.
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und ausserdem

(2)) .

A eiem, 1¢jen " 0

(2)

Wir multiplizieren noch die Zeilen van A mit einer geeignetesn gan-
zen Zahl, derart, dass alle Eintrdge ganzzahlig werden. So erhalten
wir das gesuchte Paar (A',b'). Die zusatzliche Behauptung lbar das
Breieckskdstchen ist klar.

(k) ~(k)

Im Folgenden zeigen wir, dass es 3 € Z gibt mit

aig) - 5l 8,
derart dass wir die L&nge der Bindrdarstellungen der 3(3) "(k) geaig-
net abschdtzen kénnen, d.h. durch ein Polynom in der L&nge der Dar-
stellung von (A,b). Wenn wir die auftretendsn rationalen Zahlen stets
in gakﬂriter Form schraiben, ist damit gezeigt, dass die'Léngen der im
Algorithmus vorkommenden Zahlen beschrinkt sind, und dass also der
Algorithmus in polynomialer Zeit ausfiihrbar ist.
Wir kdnnen o0.B.d.A. annshmen, dass in (1) stets (r,s) = (k,k) ist.
Dann gilt
(k-1) (k-1)
oK) 1 Kk ¥kj

213 T Tk i
. EheN Alk=1) (k=1)

(i,§ > k1)

Nk ij
Wir definiaren nach (Edmonds 1967) Egg) rekursiv durch folgende Glei-
chungen:
-(o) - a(o)
°iy ij
-(k-1) ~(k 1 _
(k) Sk aKJ
& (i, > k+1)
iy 7 30 2) g(k-1) glk=1)
%k-1,k-1 8k 51j

Man sisght mit Induktion nach k, dass
S(K) g!?)(s(k-1])—1

35 3 (i,§ > k+1)
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-Es giit folgende Beziehung nach (Edmonds 1967), siehe auch (Bareiss
1968): (o) (o) o) (o)
R T B S K
(o) _(0) (o) _(o)
321 a22 s & o o & azk azj

sé?’ - - S E (i,5 > k+1)
(o) _(o0) (o) _(o)
3k1 akz a e s o e akk akj
(o) _(o) (o) _(o0)
ajq @i+ v e e oAy gy

denn hieraus folgt
(K} i (a) 40,
laij | < nt (?ig{laij {3

Disse Abschitzung gilt auch, wenn nicht i,Jj>ke1 ist.
~(k)

Die bindre L3nge von aij

ist also

" (o)
< nllogn + max{ log Jaio .

»

Damit ist der Satz bewiesen.

11. Satz Es gibt eine polynomial beschriankte TM, welche fir jedes

Tripel (A,b,q) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A, sinem ganzzahligen

m-Vektor b und einem g€ N

(i) entacheidet, ob ein x€ Z" mit AxZb modg existiert,und, falls die
Entscheidung positiv ausf&llt, ein solches x berechnet,

(ii) eine Basis {ber Z von {x€ Z"| Axz0 modq} berechnet.

Die Sprache LINEARE KONGRUENZEN besteht aus allen Tripeln (A,b,q) aus

einer ganzzahligen mxn-Matrix A, einem ganzzahligen m-Vektor b und ei-

nem q€ N mit der Eigenschaft, dass es ein x€ Z" gibt mit Ax = b modq

Korollar LINEARE KONGRUENZEN ist in P,

Bewais des Satzes Eina mx(n+1)-Matrix D der Farm
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* mit dy,se-c.d 0 heisse k-Diagonalmatrix. Mit S(u,v) bezeichnen wir
mit Gq9q kk
die nxn-Matrix
i v
| 1
1 4
. I | o
‘4 !
p—t-—0—=1—-—
1
M. -
1g
YN IR DENLY, PR,
B
o I I .
! 1

Wenn man aus einer mxn-Matrix A durch Vertauschen der u-ten und v-ten
Spalte eine Matrix A’ erh&lt, so ist A-S{u,v) = A’.

Sei D eine mx(n+1)-Matrix mit dkk % 0 modq, die (k-1)-Diagonalmatrix,
aber nicht k-Diagonalmatrix ist. Dann bezeichnen wir mit (*) die fol-
gende Operation, die wieder eine mx(n+1)-Matrix D' liefert mit
-d&k $ 0 modq und so, dass D' eins (k-1)-Diagonalmatrix ist.
(*): Falls es ain j gibt mit k+1<j<n und dkj + 0, so sei s dis klein-
ste solche Zahl,und sei a = dks/dkk « Subtrahiere das |qa,-fachs
der k-ten Spalte von der s-ten Spalte und reduziere alle Zahlen

modq. Wenn lﬁj+ a ist, so vertausche die k-te und s-te Spalte.

Falls es kein solches J gibt, so sei I die kleinste Zahl > k+1
mit d_ %+ 0, und sel 8 = d_,/d , . Subtrahiere das 8,-fache
der k-ten Zeile von der r-ten Zeile und reduziere alle Zahlen
modq. Wenn (B, B ist, so vertausche die k-te und r-te Zeile.
(o) (%)

sowie

seeesA
s e (k) . : (k) _.
» wobei fir Ock<f A eine k-Diagonalmatrix und T ei-

Oer folgende Algorithmus berechnet zu (A,b) Folgen A
7o) ...,T(L)

ne nxn-Matrix mit Determinante 1 ist (alle zu betrachtenden Matrizen

haben ganzzahligs Koeffizienten).

Indem man in der mx(n+1)-Matrix (A,b) alle Elemente modgq reduziert,

erhdlt man A(O). und T(q) - In'
Seien A(k-1) und T(k-1] bereits berechnet. Falls es kein (i,j) mit
a£§'1) + 0, k<ixm, k<j<n gibt, so ist 2ek-1. Andernfalls sei (u,v) das

alk=1)

lexikographisch kleinste solche Paar, und % entstehe aus durch

Vertauschen der k-ten und u-ten Zaeile sowie der k-ten und v-ten Spalte.
Die Operation (*) wird, beginnend mit K. so oft hintereinander ausge-

fihrt, bis eine k-Diagonalmatrix entsteht. A'K) ist diese Matrix. T'K)
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wird erhalten, indem man T(k-1) nacheinander von rechts multipliziert

mit S(k,v), sowie fir jede Anwendung des ersten Falles von (*) mit

und ausserdem mit S(k,s), falls oyt o ist (r i)

ziert).

wird nicht modq redu-

Wig man leicht sieht, ist nach 0{m+n) Anwendungaen von (*) das Elemant
an der Stelle (k,k) um mindestens die H3lfte verringert. Hisraus folgt,
dass (*) nur polynomial oft angewandt werden muss. Ebenso sieht man,
dass fir alle k die Lange der Binérdarstellung von T(k) polynomial in
der Inputlénge ist.

(2) )

) von A‘z

Wir bezeichnen mit A’ die mxn-Untermatrix'(aij h<j<n , und mit
b' die (n+1)-te Spalte van A(z).lnann ist A' eine Diagonalmatrix der
Faorm
631
. 0
3
0 0

mit a),,...,80, ¥ 0 modg, und es gilt

(Wxe 2™ (ATIZ)X = b modg <=> A’'x = b’modq)

und (AT &)y

0 modg <===> A’'x = 0 modq).
Hieraus folgt

((Ix€ Z)Ax = b modg) <==> ((Vi.1515m)ggT(aii.q)| biJ.

Falls diese Badingung erflillt ist, so berechne mit Hilfe des euklid-
. : ] - ’ 3
schen Algorithmus Yqreeos¥y mit yi8ig ® ggT[aii,q)modq. Sei

z, = y;bi/geTlas;.q) (1¢ica)

. () t
x T (21....,22.0,....0)
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Dann ist

Ax = b modq.
Wenn 81....,8n€ Z" die Einheitsvektoren sind, so ist

2 e 2 , 3
{T( )(q/ggT(a11,q)oe1),...,T( )(q/ggT(alz,q)-ez),T(l)31‘1...,T( )en}

eine Basis Uber Z von
{x€ Z"| Ax = 0 modq}.

12, Satz Es gibt eine polynomial beschrdankte TM, die fir jedss Paar

(A,b) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen m-Vek-

tor b

(i) entscheidet, ob ein x€ Z" mit Ax = b existiert, und, falls die
Entscheidung positiv ausfdllt, ein solches x berechnet.

(ii) eine Basis von {x€ Z"| Ax=0} berechnet.

Oie Sprache LINEARE DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN besteht aus allen Paaren
(A,b), A,b wie oben, mit der Eigenschaft, dass es ein x€ 7" gibt mit
Ax = b.

Kerollar LINEARE DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN ist in P.

Beweis des Satzes WNach dem Satz aus 10. kdnnen wir annehmen, dass A

die dort flir A’ beschriebene Form hat. Fir k = 1,...,L%J wird nun ver-
tauscht:

1. die k-te Zeile mit der (2-k+1}-ten Zeile

2. die k-te Spalte mit der (£-k+1)-ten Spalte

Die 56 antstehende Matrix hat die Form

L

und wir kdnnen auf sie wiederum den Satz von 10. anwenden. So erhalten

wir eine Matrix
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mit &y oeecnagy + 0 sowie einen Vektar b', und es genlgt, fiir (A',b")

die Behauptung zu bewseisen.

Seiq= TJ] a , Q, = q/a'.- Wir multiplizieren fiir 1<i<f die i-te
1<i<2 i i
Zeile von (A’,b’) mit Q- Sei (A".b )} das so srhaltene Paar, A die rech-
J 1<ic<t , B = (b1....,b ) und
2~1<j<n
die Projektion auf dis letzten n-% Koordinaten. Dann ist

te obere &x(n-2)- Tallmatrix (a?

pt 2" Zn-!.

aly = q(1<i<2}, und fir alle x€ 2" gilt
A'x = b' <==> A"x = b" <==>
*) -
b modg & (Vi,2+1¢icm) by = 0)

Nach dem Satz von 11. gibt es eine polynomial beschrdnkte TM, die ent-

(Ap(x)

scheidet, ob ein x€ Zn-z existiert mit Ax = B modq, gegebsnenfalls ein
solches x konstruiert und ausserdem eine Basis B wvon

{x€ 2"~ Ll Ax = 0 modq} berechnet. Mit Hilfe von (*) kann man dann ent-
scheiden, ob es ein x€ Z" mit A’x = b' gibt. Falls die Entscheidung
positiv ausfallt, sei Ax = b modq, x = (x1,...,xn)t mit

4 ~
X, = E(bi-(AX)i) {(1¢i<).

i
Dann ist A'Xx = b'. Damit ist (i) gezeigt.

Firy = (y£’1,....yn)t€ B sei ; = (y1,,..,yn)t
t 1
(y1....fy2) aAy .

Dann ist {y: y€ B} eine Basis dber Z von {x€ Z"| A'x=0}. Damit ist auch
(i1) bewigsen.
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13. Satz Seien A1,....Am Linearformen auf @7 und b1,...;bm€ Q. Dann

gilt
{xe Q"] Axb, (1<i<m)} = 8 <=—>

m M m

{y€o‘ zyiAi=0' 2

L . y;b; = 1, y;20 fir t<i<m} + 3.

1

Bewgis Die Behauptung "<==" ist klar. Wir beweisen "=—>" durch Induk-

tion nach n. Der Fall n = O ist klar. Sei n>0, x = (Xqoeneax ) mit

.+ a, x >b (1<i<m).
in"n - ="-

(8) A,x = a,,x

i i1%q - i

Wir setzan

Dann ist
b
1 , i
— AlX - — > - x falls a >0
a, i a - n in
in in .
1 b,
- X > o ij - = falls aj <0
jn 83n :
Aus (S) folgt also
Akx > bk (1<k<m mit 3 n " 0)
(s') b
oAk - Ak > A - o (1<, j<m mit &, > O,
a, - 1 a jo. = a, a - - in
in Jjn in jn a <0)

Ist umgekehrt (S') fir ein x' = (x1,...,xn_1) erfillt, so gilt

: 1 Yoo
a m1n{3;:(Aix bi)| a; >0} >

1 ' L.
) max{;;:(ij bj)l ajn<0} .
Fir jedes X, mit axx >B ist dann (x1,...,xn) eine L@sung von (S). Folg-

lich ist (S) l&sbar, genau wenn (S°') es ist.

Sei der Satz nun schon fir n-1 bewiesen und (S) nicht lésbar. Dann gibt.

es aijzﬂ. ukgo 80 dass aij = 0 falls nicht ain>0 und ajn<0,und a - 0

falls nicht a = 0,und

kn
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g, 11?;:’\5';;“ Aj e Ay - 0
I o, (= 'EL)*Zab = 1.

i,J i 8n ajn k k'k

Setzt man

y; ® 3%:(15§5maij) falls a, > 0

y, * 2 ! «,) fallsa, <0
J ajn 1<i<m tJ Jn

Y T oo falls an * 0

so gilt Jy;A; = 0, Jy;b, = 1, (Vi) y, > 0.

Die Sprache LINEARE RATIONALE UNGLEICHUNGEN besteht aus allen Paaren
(A,b) aus einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen m-Vek-
tor b mit der Eigenschaft, dass es x€ o" gibt mit Ax>b.

- Korollar LINEARE RATIGNALE UNGLEICHUNGEN ebenso wie ihr Komplement ist
in NP, '

Beweis Oer Leser lberzeugt sich, dass es eine polynomial beschrankte
NT gibt, welche fir I< {1,...,m} ein X1 mit AixI = b (i€ I) konstru-
iert, falls es ein solches gibt (Korollar 1 von 10.)} und genau dann
akzaptiert, wenn filr alle i mit t<i<m Aixlgbi. Falls das System lo&sbar
ist, gibt es ein I mit {x] Aix=bg (Vi€ 1)} © {x] Ax>b} (Tschernikow
1971, I.1). Also akzeptiert eine solche Maschine gerade LINEARE RATIO-
NALE UNGLEICHUNGEN. Folglich ist diese  Sprache in NP, und nach dem vor-

angeganganen Satz ebsnfalls ihr Komplement.

14. Die Spracha LINEARE DIOPHANTISCHE UNGLEICHUNGEN besteht aus allen
Paaren (A,b) von einer ganzzahligen mxn-Matrix A und einem ganzzahligen
m-Vektor b mit der Eigenschaft, dass es einen ganzzahligen Vektor x mit
Ax>b gibt.,

Oer folgende Satz (von zur Gathen, Sieveking, 197?) zeigt, dass diese

Sprache in NP ist,
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Satz Seien A eine mxn-Matrix und b ein m-Vektor lber Z,
L = {x€ Q"] Ax2b}, c = max {la; |.lb, ]},
s J i
1<i<m
123<n

2 .
n(n01)/20n , K = {x€ @"| |xj|5p fir 1<j<n}. Dann gilt

r = (n+*1)n

LNnZ" 4@ <>L nZ" nk ¢+ 0.
Korollar LINEARE DIOPHANTISCHE UNGLEICHUNGEN ist in NP und vollstdndig.

Beweis Es gibt eine polynomial beschrdnkte NT, die zu (A,b) r wie im
. Satz berechnet und genau dann akzeptiert, wenn fir sin x€ Z"nk Ax>b

ist. Also ist diese Sprache in NP.

Die Vollstandigkeit folgt aus der polynomialen Transformation
RUCKSACK 5“ LINEARE DIOPHANTISCHE UNGLEICHUNGEN,

die jedem (a1,....a;.b) das Ungleichungssystem

a1x1 *ree?* 8 X

>b
r'r -

- b

]
o
-
X
-
t
.
.
-
t
[}
v

X4 >0

X
(A4
o

'
X
v
1
=N

zyordnst.

15. Das Komplement der Sprache PRIMZAHLEN ist offensichtlich in NP. Im
- Folgenden zeigen wir nach (Pratt 197?), dass auch PRIMZAHLEN in NP ist.

Eine Folge M1. MZ""'Mr von Mengen heisst zuldssig, wenn My = {2} und
zu jedem i(2<i<r) Zahlen k.p sowie 91,...,326 N und q1,....q1€ Mg
existieren mit k<p, M= M LU {p} und

i-

L ej

(i) p-1=T7T qj
j=1

(ii) kp-1 2 1 modp

: ' "{p-1)/q,
(1ii) (Vi,1¢<2) k J £ 1 modp
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Eine Zahl p ist bekanntlich genau dann prim, wenn sine Zahl k existiert,

welche modulo p die Ordnung p-1 hat, d.h. flir waelche

kp.1 = 1 modp und
k(p-1)/q $ 1 modp . fir jeden Primteiler q von p-1.

Daher folgt mit Induktion nach r, dass jedes Glied einer zuldssigen
Folge nur aus Primzahlen besteht. Sind M1,...,MP und N1""’Ns 2ulés-
sige Folgen, so auch M1""'Mr'MrU NZ""'MpU Na'

Fir jeden Test (i), (i1}, (iii) bendtigt man 0(log2p) Multiplikationen
modulo p. Also gibt es eine polynomial beschridnkte NT, die eine Zahl p

genau dann akzeptisrt, wenn es sine zuldssige Folge M1....,Mr gibt mit
p€ Mp

r < Togp' .

(Fir p$3,7 genligt r<logp.)
Mit Induktion zeigt man leicht, dass diese NT genau PRIMZAHLEN akzep-

tiert.

16. Die Sprache PRIMFAKTORZERLEGUNG baesteht aus allen Paaren (n,k) von
natliirlichen Zahlen mit der Eigenschaft, dass es einen Teiler d von n

mit 1<d<k gibt.

Es ist klar, dass diese Sprache in NP ist. Ihr Komplement ist ebenfalls
in NP, denn es gibt eine NT, die (n,k) genau dann akzeptiert, wenn es
aine zuldssigs Folge M1""‘Mr und p1,...,ps€ Mr' 91,...,356 Mgibt mit

i
1T p; =N

1<i<s

r < "logn!

(Vi, 1<i<s) k < p; und e, < logn.

17. REQUZIBILITAET VON POLYNGMEN besteht aus allen f€ Z[x ] mit der
Eigenschaft, dass es g,h€ Z[x] gibt mit geh = f und deg g, deg h>0.
Wir kodieren f = anxn LTS a, als (n,an....,ao). Diese Sprache ist in

NP, denn nach (Mignotte 1974) ist f = anxn MERERC reduzibel, genau
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wenn es g = bmxm teaat bOG Z[x] gibt mit

g teilt f
m< 3
(Vi,1<i<m) |b.| < (T § a2)V?
i 1 ejen I

Offene Problame

1. Indem man z.B. einer Klaussl

dis Gleichungen

zuordnet, zeigt man:

ERFUELLBARKEIT MIT HOECHSTENS 3 VARIABLEN PRO KLAUSEL <a PGLYNOMIALE
KOMPLEXE GLEICHUNGEN

Diese Sprache besteht aus allen ganzzahligen Koeffizientenschemata von.
Systemen von Polynomen, die eine gemeinsame Nullstelle ilber C haben.

Es ist nicht bekannt, ob diese Sprache in NP ist. Analoges gilt fir
POLYNOMIALE REELLE GLEICHUNGEN.

2. Falls es eins Jollsténdige Sprache in NP giht, deren Komplement in
NP ist, so ist NP abgeschlossen gegen Komplementbildung. DOa dieses
nicht zu erwarten ist, kann man eine positive Antwort erhoffen auf die
Fragen: ' . : :
Ist LINEARE RATIONALE UNGLEICHUNGEN (13.) in P?

Ist PRIMZAHLEN (15.) oder PRIMFAKTORZERLEGUNG (16.) in P?

3. Ist IRREDUZIBILITAET VON POLYNOMEN in NP2
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